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RESUMEN:

En este trabajo se analiza, en términos generales, el problema de la
especificacion de modelos econométricos de corte transversal sobre la dimensién
espacio.

La seleccion de la estructura dindmica del modelo es un aspecto fundamental
que determina la utilidad final de la especificacion. Sin embargo, en la préctica habitual
esta cuestion se resuelve utilizando un enfoque poco elaborado, consistente en proponer
inicialmente una ecuacion lo mas sencilla posible, la cual se va corrigiendo en funcion
de la evidencia acumulada. Esta estrategia no parece la mas adecuada para alcanzar una
especificacion optima.

En el papel se examinan algunas estrategias alternativas a la descrita. La primera
es de tipo clasico y se basa en la sistematizacion de una serie de resultados obtenidos en
un contexto de estimacion maximo-verosimil. Este enfoque se completa con la
propuesta de Vuong (1989), donde se desarrolla una estrategia de seleccion de modelos

que puede ser adecuada para el analisis de la dindAmica espacial.



1.- Introduccion

En un papel reciente, Florax, Folmer y Rey (1998) discuten de forma bastante
acida el método de trabajo consolidado en el area que se ha dado en denominar
Econometria espacial. Segun ellos, en la actualidad predomina enfoque de tipo clésico,
estructurado en tres etapas:

(i)- En primer lugar, se estima un modelo simple, habitualmente estatico y
especificado bajo condiciones ideales.

(if)- A continuacion, se aplican una serie de contrastes de autocorrelacion, residual y
sustantiva, sobre la ecuacion estimada.

(iii)- Caso de rechazar alguna hipoétesis, se aplicaran los ajustes correspondientes
(reformulando la ecuacién, filtrando las variables, incorporando elementos de
dinamica espacial, etc.).

Es decir, inicialmente se tiende a especificar un modelo lo mas simple posible, el
cual se va corrigiendo a medida que la evidencia disponible lo demanda. En términos
econometricos (Mizon, 1984), este planteamiento podria denominarse como ‘de lo
particular a lo general’. A pesar de su popularidad, y de los nuevos contrastes de
subespecificacion propuestos en los ultimos afios, mas potentes y versatiles (ver Florax
y de Graaff, 2003, para una panoramica), no parece la mejor estrategia para alcanzar
una especificacion optima.

Con este trabajo queremos retomar alguna de las cuestiones planteadas en la
referencia de Florax, Folmer y Rey (1998), singularmente las asociadas a la
especificacion de la estructura dindmica de la ecuacién'. En la seccién segunda
sistematizamos una serie de resultados, en gran parte ya conocidos, relativos al método
méaximo-verosimil con los cuales se puede articular una estrategia coherente de
modelizacion. La tercera seccion la dedicamos a presentar la propuesta de Vuong
(1989), como marco de analisis potencialmente Gtil y complementario con el enfoque
anterior. En la cuarta seccién discutimos algunas cuestiones relativas a la aplicacion de
este método en un contexto espacial. La ultima seccion se reserva para las conclusiones

y comentario finales.

! Fuera de la discusién quedan, por cuestiones de espacio y de agilidad en la exposicién, otro tipo de

efectos (heterogeneidad por ejemplo), a los cuales se deberia prestar la misma atencion.



2.- Modelo amplio y estructuras de anidacion.

En la literatura se encuentran plenamente consolidados los conceptos de
autocorrelacion residual y autocorrelacion sustantiva, en referencia a los mecanismos
de dependencia espacial (potencialmente) existentes en una especificacion de corte
transversal. Sin embargo, en la practica parece que se emplean de forma excluyente: no
es habitual analizar incorrelacion en el término de perturbacién de una ecuacion en la
que se ha incluido una estructura dindmica de la variable endogena, como tampoco
suele ser normal cuestionar la dindmica de la ecuacion cuando se ha decidido introducir
dependencia espacial en el término de error. Esta practica limita innecesariamente el
horizonte de la aplicacion por cuanto la estructura de interrelaciones puede ser mas
general. En el Cuadro 1 presentamos el marco de referencia al cual limitaremos nuestra
discusion.

En esa secuencia de anidaciones, y es el vector (Rx1) de observaciones de la
variable enddgena, X es la matriz (Rxk) de observaciones de las variables exdgenas en
las R unidades de observacion, u es el vector (Rx1) de términos de error y € es un vector
de perturbaciones del mismo orden. La matriz de pesos que se emplea es la misma en
todos los casos, W, en principio de tipo binario y con ceros en su diagonal principal. Por
ultimo, p y 6 son parametros de dependencia, sustantiva y residual respectivamente, y B
y y son vectores (ambos kx1) de parametros asociados a las variables exdgenas (el
ultimo vector lleva implicito un mecanismo de dependencia transversal).

Con respecto a la estructura de anidacion del Cuadro 1, util sobre todo para
estructurar la exposicién, es conveniente hacer algunas precisiones:

(a)- No es necesario emplear matrices de contactos diferentes. Salvo circunstancias
excepcionales, lo mas natural es mantener la misma hipotesis de interaccion para
todas las variables del modelo. La Unica restriccion (como indica Anselin, 1988a)
es que, si se combina una estructura autoregresiva en la variable enddgena con
una estructura del mismo tipo en la perturbacion, deben intervenir tambien otro
tipo de elementos sistematicos en la ecuacion (basta con un factor de escala) para
asegurar la identificacion de los parametros.

(b)- La inclusion de una estructura de retardos en las variables exdgenas viene
motivada por la existencia de efectos de desbordamiento, pero no introduce
peculiaridad alguna en términos econometricos. Sus consecuencias se limitan a la

aparicion de nuevos regresores, probablemente muy relacionados con los
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originales. Para simplificar la notacién, incluiremos ambos tipos de términos en la
matriz Z=[X, WX], de orden (Rx2k), la cual se asocia al vector de pardmetros
0=[[3, yl’, de orden (2kx1).

Cuadro 1: Estructura de anidacion para un analisis de dinamica espacial

M1:y = pWy+XB+WXy+u
U= BWu+e: £ ~ (0.01)

Ho:y=0 H:6=0 Ho:p=0

e ' .

M2: y=pWy+X[p+u

M3: y=pWy+XB+WXy+u
2
U= BWu+e: £ ~ (0.0 1)

u~(0.oD

M4: y =XB+WXy+u
2
u=06Wu+e: e~ (0.0

AN Z 1 Z 1
\ I 7 [ v
Ho:6=0 Ho:y=0 Ho:p=0 Hy:6=0 Ho:y=0 Ho:p=0
M5: y=pWy+XB+u M6: y=XpB+WXy+u M7: y=Xp+u ,
u~ (0.0 u~ (0.0 U= BWu+e: £~ (0.0 1)
Ho:p=0 Ho:y=0 Hy:6=0
M8: y=X[3+u
u-~ (O.GZI)
HQZB=O

v

(c)- En el Cuadro 1 se ha especificado una estructura autoregresiva en el término de
error de la ecuacidn, aunque se podrian haber introducido otro tipo de procesos,
una media movil (u=e+BWe) por ejemplo. Las estructuras autoregresivas, SAR, y
de media mdvil, SMA, son las utilizadas mas habitualmente. Sin embargo, no son

intercambiables y su especificacion requiere un analisis adicional.
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(d)- En general, no se dispondra de informacion sobre la distribucion de probabilidad
de la perturbacion. El procedimiento habitual consiste en asumir inicialmente
normalidad, lo cual simplifica el ejercicio de inferencia. Posteriormente esa
hipdtesis es sometida a contraste.

El modelo M8 es el punto de partida de lo que se ha denominado método
clasico. Esta especificacion se corrige hacia M5 6 M7 si los contrastes de
subespecificacion habituales lo aconsejan, aunque raramente se alcanzara M1 ya que no
se suele contemplar como alternativa explicita de modelizacion.

Como se ha dicho, nuestra propuesta invierte la secuencia de analisis de forma
que sea precisamente M1, como modelo mas amplio, el punto de partida. El principal
argumento que puede esgrimirse contra ese modelo es la complejidad de las relaciones,
propias de unas estructuras fuertemente no lineales. Esa complejidad existe, y para
superarla sera necesario aplicar potencia de calculo a unos algoritmos de estimacién
eficientes. En cualquier caso, creemos que los beneficios derivados de invertir la
secuencia de analisis compensan los costes incurridos en la mayor necesidad de célculo.
Los resultados que presentamos se encuentran en esta misma linea.

Asumiendo normalidad en el término de perturbacién, la especificacion M1 se
concreta en:

y =pWy+Zd+u
u=06Wu+ (2.1)
o]
La funcion de log-verosimilitud tiene la estructura habitual:

I(y/) = —Zm ZH—ZIn 52— By _Za]'z;[By -3, InB) +In|D)
I8 =[1 -pw| =&, (1-pA,) (2:2)
D] =1 -6w| =32, {L-6A,)

donde A, es la raiz caracteristica r-ésima de la matriz W y ¢ es el vector de parametros
. ny 24, . . . . .
de la especificacion ¢ = [5,p0,6,0]". El sistema de condiciones necesarias es no lineal,

haciendo imposible la obtencion de una solucion analitica:

a 1 1

——="|2'D'D(By-298)|="27'D'e (2.3a)
66 0_2[ ] 02

a 1 A 1 A

— = |yWD'D(By-28)|-3F, " =" |ywD'g|-3F, A (2.3b)
op 02[ ] "1-pA, 02[ ] "1-pA,

o 1 A 1 A

— =~ |(By -Z8)'WD(By - Z8)| -3~ ro= " lu'weg[-3R g 2.3C
2 o2[< y = Z8)'WD(By - Z5)] T on 02[ ] ey (230



ol __R +[(By—Z<S)‘D'D(By—Z§)]:_ R, €t
dog® 20° 20" 20° 2¢*

(2.3.d)

La estimacion MV del vector de parametros de posicion, 9, y del parametro de

dispersion, o? puede obtenerse de forma condicionada a la de los parametros de

dependencia transversal:

5= [z'f)'f)z]_lZ' D' DBy (2.4a)
62:|By—Z§|D D|By - 23| _&¢ 2.ab)
R R
con D=1-8W y B=I — pW . Es decir, el ejercicio de optimizacion, aunque costoso,

puede resolverse actuando sobre la funcion de log-verosimilitud concentrada, tal como
indica Ord (1975).

Por otra parte, la matriz de informacion correspondiente al modelo general de
(2.1) es:

[ z'D'Dz Z'D'DW B1Z5 ]
, > 0 0
Y © y
8Z'g'WD'DZ . trWR™
22| = t(p) 2trw?g™* D! 2
'(q’):_E[aa}: i W bt
09 0 2trw2pip? t(0) d ?
(0]}
0 trw g1 trw pt R
L 0? o° 20"
(2.5)
2
171 o=1IWH' 1
siendo t(p):6Z B WDZDWB 20 iy D 2B 'WD'DW B_1+ZB=1( Ar J ,
(0) 1_p}\r
A 2
t(6) =tr pw2p T+ xR, O | yw'=ww.
1-6),

La inversa de la matriz de informacion desempefia un papel central en cualquier
ejercicio de inferencia MV, por lo que se hace imprescindible su obtencion. La notacién

que vamos a emplear es la siguiente:
4 V(d) Cov(d,a)
1(¢) ™ = (2.6)
Cov(a,d) V(o)
siendo a = [p,e,oz]’. Los resultados que se obtienen, de forma sintética, son:

V(®) = ¢*[2'D'DZ] |1 +V ()2’ D'DW B 2582'8*WD'DZ (2'D'DZ )| (2.7)



En esta expresion I, es la matriz identidad de orden (2kx2K).

-V(p)(z'D'Dz)™*Z2'D'DW BZ5
Cov(d,a) =| —Cov(p,8)(z'D'Dz)™"Z'D'DW B125 (2.8)
-Cov(p,6?)(z'D'Dz)*Z2'D'DW B125

V(p)  Cov(p,6) Cov(p,0°)
V(a) =| Cov(6,p) V()  Cov(6,07) (2.9)
Cov(a?,p) Cov(g?,8) V(gd

con:

V(p) = {eZJfZR Var(mp)(l-corrz(mp,me))} (2.9a)
o

V(6) = {1 +V (p) var(m,) corr?(m, me)i| (2.9b)

V(e)

2 _204[ 2 ] 4 2 2
V(0?) = 2 L+ 12 (me)] + 40V (p) var(mg) a(mp) -H(m@)corr2(mpma)] (2:99

Cov(p,8) = -V (p)[ ri’“gif cort(mp. m) (2.90)
Cov(p,0?) = -26°V (p) var(mg)[H(mp) — H(me)cOorT (my, mo) (2.9¢)

Cov(6, 0?) = %{zv () var(mg)oorT (my, me)(mp) — H(me)cort (mp. me)] - “(Qe)}
2.9

siendo e =8'Z'BWD'M,,DW B™Z8 y Mz =1-DZ(2'D'DZ)*Z'D". En general,
las distintas varianzas y covarianzas de (2.9) se construyen a partir de unas variables
artificiales, m,(p) y m.(8), las cuales dependen, a su vez, de las raices caracteristicas de
W, {A, r=1, 2, ..., R}, y de los parametros de dependencia espacial, p y 0. Las

definiciones precisas son:

@)= m) =5, var(my) = Zrame (@)= (e)] (2.10a)

1-pA: R
n@= Tt me= sz, ™0 var(me):zf“[mr(?'m(e)] (2.100)
_ e _ m@® 1o



falm. (@) - m @)l (6) - m(8)] (2.100)
[Zhlme@-mEF T m ©-mE]

Una vez que se disponga de todos estos elementos, es relativamente sencillo

corr(me, me) =

resolver la estructura de anidacion del Cuadro 12. Asi, por ejemplo, el modelo M4 se
encuentra anidado en M1 al imponer la restriccion de que el parametro de

autocorrelacion espacial sustantiva del modelo amplio es cero:

p=0
:i:%:ﬁo} (2.12)

permitiendo la existencia de una estructura de dependencia transversal en la
perturbacion. El contraste de (2.11) puede resolverse utilizando el multiplicador de

Lagrange, para lo cual necesitamos la estimacion maximo-verosimil restringida de M4:

-~ ~~ 11,z =

5R=‘Z'D'DZ] Z2'D'Dy

~y _ y—ZSR]'D'D[y—ZSp] _Ur'D'Dur _ €r'eR

OR — - -

_ I R R (2.12)
UR—Z_ZéR

ER:DJR

D=1-ggW

Utilizando estos resultados, el estadistico de contraste es (ver también Anselin y
Bera, 1998):

~ 2
LM (p8g) :V(BR){W\(;[;ER} ;sxz @ (2.13)
R

En esta expresion interviene la varianza asintética del estimador MVR de p,

V(pR) . evaluada en el punto de estimacion MVR de (2.12). La expresion de referencia
es la de (2.9a) en la que g, se sustituira por su correspondiente estimacion MVR y ER

se hara igual a cero.
En el contraste de Wald utilizamos los resultados de la estimacién maximo-

verosimil no restringida correspondiente al modelo amplio de M1.:

? La discusion que se reproduce a continuacion coincide, parcialmente, con la de Anselin y Bera (1998).
El aspecto diferencial de nuestro trabajo es que introducimos, de forma explicita, el concepto de modelo

amplio lo que nos permite obtener resultados mas completos en este aspecto.
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A diferencia de lo que ocurre con el LM de (2.13), ahora la varianza asintética

W (p) = ~x* (1) (2.14)

del estimador de p, V (p), se evalla en el punto correspondiente a la estimacion MV no

restringida del sistema de ecuaciones de (2.3).

De la misma forma, también podemos contrastar independencia en el término de
error, asumiendo autocorrelacion de tipo sustantiva en la ecuacion (nuevamente, ver
Anselin y Bera, 1998). EI modelo amplio vuelve a ser M1 mientras que el restringido es

M3. La hipoétesis del contraste se concreta en:

:0=0
:i:e;co} (2.15)

Una vez mas, el Multiplicador de Lagrange se perfila como la opcién preferida,
dado que Unicamente requiere los resultados de la estimacion MVR. La expresion del

estadistico de prueba en este caso es:

2
LM (8pg) = V(eR){“RW“R] ;sxz(l) (2.16)

en la que introducimos los resultados de la estimacion MVR de Ma3:

3R \z z]'z'B

-~ _ By - Z5R]TBy Zf);gl LTR'LTR

OrR~ R R (2.17)
lzR = By -Z OR

B=1 _ERW

La estimacién de la varianza asintdtica del estimador MVR de 6, V(éR), se

obtiene al introducir los resultados de (2.17), junto con g, =0, en la varianza de (2.9b).

La expresion del estadistico de Wald correspondiente a este caso es simple:

~

W(8) = ~x2(1 218
()V(G)X() (2.18)

La varianza asintotica del estimador MV de 0O es, otra vez, la que aparece en
(2.9b), evaluada en el punto de estimadores maximo-verosimiles.
Por ultimo, lo que podria entenderse como contraste de dinamica espacial global

relaciona los modelos M1y M8 mediante la hipdtesis conjunta:



Ho:0=p=0
HA:e;tODp;tO} (2.19)

Replicando, una vez mas, el planteamiento basado en los Multiplicadores de
Lagrange, el estadistico resultante es el conocido LM-SARMA (Anselin, 1988b). El
atractivo de este contraste es que se basa, unicamente, en la estimacion MCO del

modelo restringido de M8:

2 2
LM —SARMA:V(ﬁR)[yWy—“RW“R] -1 [“ RW“R} ~x2(2) (2.20)
as

5%  Gh 2So| &3
donde:
ey
- V=23 'Ty—ZS _GRU
cj%_ ~RR = RR R (2.21)
URzy_ZéR

La varianza asintética del estimador MVR de p, V(pg), debe evaluarse en el

punto de estimacién maximo-verosimil restringida, p, = g, = 0, resultando:

=2
~ Or
== = 2.22
Vr(P) 5 ZWMWZ3, (2.22)
con M =1-2(2'2)"Z". El factor de escala que afecta al segundo término de la parte

derecha de (2.20), 1/(2S,), es la estimacion de la varianza asintotica del estimador MVR
de 8. En definitiva, en ambos casos se esta actuando sobre las expresiones (2.9a) y

(2.9b), en las que se introduce la hipétesis nula del contraste: p, =g, =0.

Por otro lado, el test de Wald para la hipotesis de (2.19) es de tipo bidirecional:

WEB = (WEWE -2 WEWE |- @2

F&:0)

siendo r(g.g) el coeficiente de correlacion de los estimadores MV de p y de 0°. El

estadistico de (2.23) se convierte en la suma de los estadisticos unidireccionales de

(2.14) y (2.18) cuando ese coeficiente de correlacion sea cero. Esto es, cuando ambos

Cov(p; 6)

VPV (®)

% Es decir r(ﬁ;é) = , donde se utilizaran los resultados de (2.9a), (2.9b), (2.9d).
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estimadores se encuentren asintéticamente incorrelados, circunstancia que, por lo
general, no se producira salvo en circunstancias muy excepcionales. Por otra parte,
puede demostrarse que cuando los parametros de dependencia transversal, p y 6, toman
valores similares el coeficiente de correlacion asociado se aproxima a la unidad

(r(p:6) — 1) En este caso, el estadistico conjunto de (2.23) tiende hacia el cuadrado de

la diferencia de los estadisticos unidireccionales, expresados estos Gltimos en version t-
ratio, y normalizada la expresion para descontar la fuerte relacion de colinealidad

existente entre los dos estimadores. Esto es:

WE8) - @)@ (2.24)
e-e 17rGg

con t(5) = W (p) y t(8) = W(8).
3.- Medidas de informacion y otras técnicas de seleccion de modelos.

Como se ha dicho en la seccion de introduccién, no se han publicado muchos
trabajos en los que se contemple el problema de la seleccion de modelos en un contexto
puramente espacial. El documento ya comentado de Florax, Folmer y Rey (1998) es una
excepcion, ademas del Capitulo 14 del manual de Anselin (1988a). La relacion se
completa con una coleccion de trabajos de orden menor y ambito més estricto. (ver
Chasco, 2003, para una revision reciente).

La naturaleza de los datos (ya sea espacial o temporal) no es un aspecto con la
suficiente relevancia como para alterar el modo habitual de enfocar el problema. Sin
embargo, si que existen peculiaridades que es preciso reconocer. Por ejemplo, la
finalidad de un modelo de corte transversal en el espacio raramente sera el de la
prediccion, tal como esta ultima se entiende en un contexto temporal. Ademas, la
naturaleza de las relaciones que predominan sobre la dimension espacio es
multidireccional y vienen acompafiadas por multiples efectos externos (de
desbordamiento, de contagio, etc.). Estas circunstancias hacen de muy dificil
asimilacion el planteamiento basico enunciado por Judge et al. (1980) en torno al
método econometrico: ‘... many of the choice procedures discussed (...) recommend
splitting the data into two sets; one set for model choice and estimation and the other
set for assessing the empirical construct’.

En cualquier caso, queremos insistir en que la reflexion sobre el problema de la
seleccion de modelos, en aplicaciones de econometria espacial, ha sido escasa hasta el

momento. Los trabajos que se publican en el area muestran una acusada preferencia por
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el uso de estadisticos simples, que condensen de forma muy efectiva la evidencia
disponible. Entre estos estadisticos destaca sobremanera el AIC de Akaike (ver Aznar,
1989, para una revision de la literatura sobre seleccion de modelos), el cual se halla
implementado en los paquetes informaticos mas populares, como el Spatial
Econometrics® o el SpaceStat". El estadistico de Akaike se basa en la medida de
informacion de Kullback-Leibler y propone una aproximacion preferencialista al
problema. El enfoque confirmativo® parece tener menos adeptos, aunque el trabajo de
Anselin y Griffith (1988), donde se examina el comportamiento del Cp de Mallows bajo
distintas estructuras de heterogeneidad espacial, es una remarcable excepcion.

En definitiva, y a pesar del tiempo transcurrido, parece que continta teniendo
vigencia la afirmacion de Anselin (1988a, p. 297) cuando dice que: ‘these techniques
can be related to important bodies of theory and methodology in regional science and
geography. (...) and have been suggested at various points in time as the new and
improved research directions to follow’. El presente trabajo pretende seguir esta
recomendacion, aunque los objetivos son méas modestos. En concreto, nuestra
motivacion es explorar el potencial de la metodologia de seleccién de modelos
propuesta por Vuong (1989).

El enfoque de este autor se estructura en torno a la medida de informacion de
Kullback-Leibler, y su aspecto diferencial es que utiliza el criterio de informacién para
determinar qué modelo, de entre los dos considerados’, se encuentra mas préximo al
verdadero proceso generador de datos (PGD), mientras que en el AIC se usa para medir
la proximidad del modelo bajo consideracién al PGD.

La estrategia que propone Vuong entrafia cierta complejidad. Por un lado se

dispone de un vector aleatorio X, de orden (mx1), particionado en X=[Y,, Z] de 6rdenes

* Disponible en: http://www.spatial-econometrics.com

® Disponible en: http://www.terraseer.com/spacestat.html

® Tal como lo plantea Aznar (1989, p. 126): “.. in the first case (confirmation strategy), there was
information about one of the models being the true model and that only if the sample evidence was quite
clearly against it, could we reject it. For the hypothesis testing strategy, all the models were equally

acceptable from the beginning’.

" Esta es otra peculiaridad de la propuesta, dado que solo se consideran dos alternativas rivales.
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ny k respectivamente (n+k=m). La funcién de distribucion, cierta, del vector X,es H% ,
si bien nos interesa especificamente la condicional de Y, (endogenas) respecto a Z;
(explicativas), Hy. Los vectores X, satisfacen la clausula iid y las funciones de
distribucion y de densidad (h{; y h9 ), condicionales e incondicionales, tienen buen

comportamiento.

Se desconocen los detalles relativos a la funcién de distribucion verdadera por lo

que se contemplan dos posibles familias rivales: |:9:{|:Y|Z(e);eDG)DDP} y

Gy:{GY|Z (y);yar DDq}, las cuales pueden hallarse anidadas, solaparse o ser

estrictamente independientes. Nuevamente, las funciones de distribucion y de densidad

asociadas tienen buen comportamiento, de modo que existen las matrices de segundas

derivadas:
2 _. 2 .
At (8) = Eo[a Igga(e.’e)} Ag () = Eo{a 'g?a(y.’y)}
dlg f(—6)alg f(—6) dlgg(—y) dlgg(=y)
Bf(e):EOI: } Bg(y):EO[ }
90 90’ oy ay'
_ ol0lgf(=0)0algg(=y)
Bfg(e)—E|: 3 oy }

(3.2)
donde E° significa valor esperado de acuerdo a la funcion de distribucion cierta (y
desconocida) de X..

Cualquiera que sea el caso, los estimadores maximo-verosimiles de 8 y y seran
consistentes en el sentido de White (1982), convergiendo, si el modelo se encuentra mal
especificado, hacia los valores seudo-verdaderos de Sawa (1978). Conservaran
igualmente la normalidad asintotica:

. * ~ * D £ . -
plimg, =6°  /n[g, -0 ]; N[o: A7 @) B (6 ATL(E) .
plimy, =y [, v] ~ No: Azt (v) By (v) AZH ()
siendo 6* y y* los puntos de convergencia, y n el tamafio de la muestra. Este resultado
permite, a su vez, estimar consistentemente las matrices de segundas derivadas de (3.2)
y las matrices de covarianzas que intervienen en (3.3).

Por otro lado, la diferencia de las log-verosimilitudes:
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~ .3 ~ = f(Yt |Z:0 )
LRn(Bn: Vn) = Lt (8n) ~ Lg (Vy) = Zt=1l0 = (3.4)
N\On’ ¥n n g\¥n t thlzt;Yn
es una suma de n términos independientes, por lo que, tras normalizar la relacion, se

alcanzan resultados de convergencia casi segura:

~ .=\ as .n*
LRo6ri ) Eo[.g flvilziio } @5
n olelzery

y en distribucion:

=~ .7 R D
ﬁ[LRn(e”y”)— E{Ig Fy:l Zt’e* H - N(@0:w?d (3.6a)
n alyelzey
N D
2LRn (B, Yy » M(p+q;)) (3.6b)

El resultado de (3.6a) se obtiene para el caso en el que los modelos no son
equivalentes, f(Yt | zt;e*)i g(\(t | zt;y*). En esa expresion, ¢ 2 se corresponde con la

varianza poblacional del cociente entre las log-verosimitudes, evaluado en los

parametros de convergencia:

* * 2 LA 2
w2 :VO{Ig I\ Zt;e* } = g0 (Ig f Yt|Zt,9* J _ EO{IQ f Yt|Zt’9* ] 3.7)
alv¢lzey alvilzey olYdzey

El resultado de (3.6b) se mantiene bajo el supuesto de que ambos modelos son

observacionalmente equivalentes, f(\(t | zt;e*): g(\(t | zt;y*), y la principal dificultad

es que la distribucion de convergencia no es estdndar. En concreto, M(m, A) se

corresponde con la suma de los cuadrados de m variables normales, ponderada cada una

de ellas por el correspondiente elemento del vector A: M(m,)\):zrj":l)\ju%;

uj ~ iidN(0,2). En la distribucion de convergencia de (3.6b), A* es el vector de (p+q)

raices caracteristicas de la matriz W:

Br (8)AT(6)  —Bi(@Y)AZ(Y)
W = o kg g (3.8)
—Bgr (B;Y) AT () Bg(Y)Ag (V)
Por otro lado, el estadistico de varianza de (3.7) también puede utilizarse para
medir la distancia existente entre ambos modelos. Tal como pone de manifiesto el
propio Vuong, si los modelos son equivalentes la varianza seré cero lo que conduce al

contraste:
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HP:w?=0
20 (3.9)

El estadistico de prueba es la varianza muestral de la sucesion de (3.4):
~ W2 ~ 2
f ; f ;
&t =1z{l{|g oz 9“)] —{1 o g 2t 9“)] (3.10)

> =¥ lg -
n alydze vy, n"= gl dzy,

0 su version corregida:
1 2
oo =aﬁ+(nLRn(en:vn)j (3.11)

Bajo la hipdtesis nula, ambos estadisticos cuentan con limites probabilisticos
bien definidos:
plim gy = 2 (3.12a)

plim g :w*2+50{|ng Yt'“ﬂ} (3.12b)
gl Zesy

Su distribucion asintotica resulta ser la de (3.6b):
ngd| °
92}~M(p+q;x) (3.13)
N oo
Estos resultados permiten desarrollar una estrategia de seleccion de modelos en

la que se distinguen tres casos.
Modelos no anidados
Esta circunstancia se dara cuando Fgn Gy =0, lo que implica que las

funciones de densidad tendran que ser, necesariamente, diferentes: f(—;9") # g(-; y*).
En este caso, el ratio de verosimilitudes conduce a un contraste de hipotesis nula simple

frente a alternativa bilateral:

9(velZey) |

Ha: L Q(Yt|Zt?V):
Hg:EO |gf(Yt|Zti9*) <0

a(YelZesy)

El Teorema 5.1 de Vuong (1989, p. 318) establece que: “.... if Fgy G are strictly

non-nested, then:
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D
(i) under Hg:nY?2 LRn[én;Vn]/Ch - N(0;1)

as

(i) under H ¢ :n7Y/?2 LRn[én?Vn]/ah L+
as
(iiii) under Hg: n-1’2LRn[én;Y/n]/a;1 - =00
(iv) properties (i) to (iii) hold ifi ¢, is replaced byr ¢y, *.
Dado que los dos modelos son diferentes, la aceptacion de la hipétesis nula debe
interpretarse en el sentido de que la informacion muestral disponible no permite
discriminar entre ambas alternativas.

Modelos solapados

Esta situacion se producira cuando existan funciones de distribucién comunes

(Fen Gy#0) entre las dos especificaciones, pero no se encuentren anidadas ellas
mismas (FgUGy Y GyU Fg)- En estas circunstancias, es posible que ambas

especificaciones sean iguales por lo que, en primer lugar, deberd contemplarse esa
posibilidad. Una vez descartada la equivalencia, se procedera a discriminar entre los
modelos. El contraste de la primera etapa es:
Ho: f(—;e*)=g(—;vi)} . H8’1w:2=0} (3.15)
HatT(=0)20(=Y)) HRw?#0
para el que podré utilizarse el estadistico varianza, definido en (3.10), junto con los
resultados (3.11) a (3.13). En este sentido, el Teorema 6.1 de Vuong (1989, p. 321)
indica que:

as
‘(i) under Hg, for any x =0, Pr[na)n2 < x] ~M piq (X;Xﬁ) .0

as
(i) under HY;NGA -+

(iii) properties (i) and (ii) hold forn aﬁ ‘.

La dificultad de esta propuesta reside en el calculo de los valores criticos del
contraste, dado que la distribucion de convergencia no es estandar. Si se rechaza la
hipdtesis nula, la conclusion es que ambos modelos no son observacionalmente
equivalentes y se podra utilizar el estadistico LR, como en (3.14), a efectos de

discriminar entre ellos.
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Modelos anidados

En este caso, una de las alternativas contempladas es un caso particular de la otra

(Gy U Fg)- Cuando el modelo amplio se encuentra bien especificado, la estrategia
basada en el estadistico LR de (3.4) desemboca en el caso habitual, cuya distribucion de

referencia es la x2(p - q).
4.- El factor espacio en el planteamiento de Vuong.

El problema que pretendemos abordar con la estrategia de seleccion descrita en
la seccion anterior es muy particular. En concreto, se trata de elegir entre un modelo con
autocorrelacion sustantiva o con autocorrelacion residual (M2 frente a M4 en la
situacion descrita en el Cuadro 1), una vez que se han obtenido indicios claros de
subespecificacion en la relacion estatica inicial (M8 6 M6). En la seccién segunda se ha
defendido una estrategia de actuacion diferente basada en formular, inicialmente, un
modelo lo mas general posible que se tratara de simplificar a continuacién. Sin
embargo, en la practica habitual domina la preferencia por la sencillez de la ecuacién
simple de M8 (en lugar de la matriz X se usara Z y el vector d reemplaza a 3,
englobando tanto a M6 como a M8) para empezar la discusion. En este caso, si se
aprecian carencias en la estructura dindmica de la ecuacion, las alternativas pueden ser
tanto M2 como M4. El problema que formulamos es el de determinar, sobre bases
solidas, qué modelo resulta preferible de entre ambos.

Tal como se acaba de definir, parece claro que se trata de un ejercicio de
discriminacion entre modelos no anidados, dado que previamente se ha descartado la
validez del modelo estatico de M8, 6 M6. Los modelos M2 y M4 se encontrarian
solapados solo en el caso de que se mantuviese la ecuacion estatica como tercera
alternativa, pero esta circunstancia ha sido descartada por los contrastes de
especificacion habituales.

Otra cuestion a tener en cuenta es el alcance de la clausula iid sobre la cual
descansan, de forma explicita, los resultados de Vuong. Sus implicaciones parecen
determinantes en el escenario que hemos descrito, caracterizado por la
heterocedasticidad y la autocorrelacion transversal. Sin embargo, vamos a comprobar
que ninguna de estas circunstancias presenta mayores inconvenientes. Para ello basta
con filtrar las variables del modelo, utilizando los vectores caracteristicos de la matriz
de pesos W empleada en la aplicacion. Tal como se indica en Mur (1999), si esta matriz
se ha especificado de tipo binario, admitira la descomposicion espectral basica:
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M 0 .0
N = 0 )\2 0 :diag()\]_v)\Zv"”AR)
0 0 ... AR
W = NG - 4.1
QAQ O 921 - Yre1 .
Q= q12 q22 qRZ =[ql q2 qR]
Gir Yd2r -+ UrRr

Los elementos de la diagonal principal de A son las R raices caracteristicas de
W, mientras que cada columna de la matriz Q (g;, j=1, 2, ..., R) se corresponde con un
vector caracteristico de esa matriz.

Suponiendo que en el modelo existe autocorrelacion sustantiva y se filtran las
series por la matriz Q, el resultado es:

PN S ] e
siendo y*=Q’y, Z*=Q’Z y u*=Q’u las series resultantes del filtrado previo. La
consecuencia es que el modelo inicial de (4.2), caracterizado por una estructura SAR en
la variable enddgena, se convierte en un modelo estatico en las variables filtradas, no
lineal en parametros y cuya perturbacion es heterocedastica:

y=atz"g+ v*} 4.3)
v ~N(0,6?A7?)
con A=[1-pA] y v"=a~1y". El aspecto importante de (4.3) es que se han eliminado
las relaciones de dependencia transversal existentes en la ecuacion de partida. Por otro
lado, caso de existir una estructura de autocorrelacion residual, el procedimiento de
filtrado conduce a:
y=Zg& +u y =278 +u"

u=pWu+e }= uy =al¢ (4.4)
e~N(0,031)] €& ~N(0a3l)

donde ¢ =Q'e. Las consecuencias se limitan a la aparicion de un término de error
heterocedastico (y” ~ N (0, ogA‘Z) ), libre de relaciones de dependencia transversal.
La funcion de verosimilitud del modelo de (4.2) es:

* s |2
[(1_97\r)yr_2r51]

’ +YRIn{l-pA,) (45)
20;

. R R
Iy | §) = —Eln 2n—5|n012—25:1
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con ¢, = [Q;p; 012] Y 7; = [z’{r;z;r;....;z;kr]' el vector de observaciones filtradas de las
variables  exdgenas, en el punto r; ademads se cumple que:

(L-pAr)y, - zr&1=€r ON(0,69) . La log-verosimilitud de (4.5) es una suma de R

términos aleatorios independientes (I(y*| b)) = >Rl (y: | &) ), y admite una Ley de los

Grandes Numeros (LGN; Davidson, 2000). Si el PGD es el de (4.2), los estimadores

seran consistentes con respecto a ¢, y se cumplira que:

L NATNE ';<'”2"+'no%+1) +InL-p,) (4.62)

plim

'(VR|¢1) = —;(In 2m+In g2 +1) +In(L—pA) = EO[I(y*I ¢J] (4.60)

siendo In(L—pA) =lim . Si el PGD no se corresponde con las ecuaciones

Z$:1|n(1— p7\r)
R

de (4.2), la convergencia de los estimadores MV se producira hacia los valores seudo-

verdaderos, ¢I .y el resultado de (4.6b) se leera en términos generales:

(Y"1 0p) _
plim Y 1910~ oy ] @)
Por otro lado, la funcion de log-verosimilitud asociada al modelo de (4.4) es:

* > 2
* R R [(y ~775,)(1-6x ]
I(y |¢2) = —Eln ZH_EInO%_ZIB:]. r r 02 ( r)

: +YR, In(L-8),) (4.8)
205

con ¢, = [52;p; o%], cumpliéndose que (y, - zy 82)1-0A,)=¢r ON(0,63). Al igual
que antes, si el PGD se corresponde con las ecuaciones de (4.4), los estimadores MV

seran consistentes en relacion a ¢, y se verificara que:

el (v 16, = -;<'”2"+'no%+1) +In(L-6)) (4.99)

p|imM = —;(In 2m+Ing3+1) +In(L-6A) = E°[|(y*| ¢2)] (4.9b)

R_ In(1-
con In(l—e)\) =lim 2ral n(R e)‘r). Si las ecuaciones de (4.4) no se corresponden con

el PGD, los estimadores seran consistentes con respecto a los valores seudo-verdaderos,

* - 7 7 -
¢, y el resultado de convergencia se mantendra aunque solo en términos generales:
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piin' 192 g7 4 (4.10)

Combinando los resultados anteriores, el ratio de verosimilitudes de (3.4) se
expresa como:

1_5)\r

4.11
1=y, (4.11)

B T O L W g
LRe (B1:82) =107 18) 10y 18 = = In, +2In
2

cuyo limite de convergencia puede establecerse, al igual que en (3.5), en términos

generales®:

LRR(gl;&z) ~eol ] - ey = E{Ig (412)

L(y"| )

donde L(-) se refiere a la funcion de verosimilitud. En definitiva, retomamos el

L(y"| ¢I)}

resultado tradicional de que la media muestral (el ratio de verosimilitudes normalizado)
de los términos de una sucesion de variables aleatorias independientes, es un estimador
consistente del momento poblacional respectivo. Ademas, las funciones de log-
verosimilitud de (4.5) y de (4.8), evaluadas en los parametros del PGD (¢, y ¢,) 0 en los

seudo-verdaderos de convergencia (¢I y ¢;), admiten un Teorema Central del Limite

(TCL; Davidson, 2000), el cual se extiende al propio ratio de verosimilitudes:

*; * L * *, D .
R LRR(¢1 ¢2)—EO[|9 (y*|¢i)J ° N(O;mz) (4.13)
R L(y 19,)
v _ ol 1 L T0D) . , .
con @ =V Igm , lo mismo que ocurria en (3.7). Este ultimo resultado
y 19,

garantiza la aplicabilidad, en el contexto descrito, de la segunda parte del Teorema 3.3
de Voung (1989, p. 313): “(ii) if (=8 #g(=y) (..)then

- A _ f :0) P o\,
0 1’2LRn(en:vn)-n 1/2Eo{|g(Yt|Zt9*)] N N(O;m 2) (4.14)
9(YtlZesy)

lo cual completa la discusion.

& Al ser modelos no anidados, el PGD no puede corresponderse, simultaneamente, con los dos. Al menos

uno de ellos, 0 ambos, debera ser erréneo.
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En definitiva, se han identificado dos modelos rivales, el de (4.2) y el (4.4), los
cuales se encuentran no anidados. La hipoétesis nula y alternativa se concreta en:
L * *,
Ho: Eollg(y*lq)i)} =0
L(y [9,)
L * *,
Hy:E° Ig(y*lq),{)] >0 (4.15)
LY 19)
L * *,
L(y [d,)

El estadistico de prueba es el de (4.11), el cual usaremos sabiendo que:

D
(i) bajo Ho: RY2LRe[$,:8,)/ ar — N(0:1)

as

(ii) bajo Hy:RY2LRe[6y:8,)/ G - +o0

as
(iii) bajo Hy: RM2LRR[:8,)/ G -~

siendo:

(4.16)

5.- Comentarios finales.

El programa de investigacion en Econometria espacial se ha robustecido
considerablemente durante los Ultimos afios. Se han propuesto nuevos enfoques para
tratar problemas relevantes, al mismo tiempo que se han revisado y actualizado
diferentes instrumentos que forman parte de la tradicion en esta disciplina. Sin embargo,
existen ciertas facetas sobre las que tan apenas se registran aportaciones especificas
como, por ejemplo, la de la seleccion de modelos en un contexto espacial. El papel que
concluimos seccion se encuentra en esta linea. No se trata, como es evidente, de un
trabajo acabado y cerrado en si mismo, sino que es un simple esbozo de un proyecto de

investigacion que todavia debe madurar a medio plazo.
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